Ing. Marcos Pedrer«

Algunas aplicaciones de Termo-
dindmica®

(Conclusién)

LOS PRINCIPIOS DE SARRAUT Y DE NERST Y OTRAS APLICACIONES DE LA TERMO-
DINAMICA

Segin el principio de Sarraut, la isoterma critica presenta en el punto critico
un punto de inflexién. Por consiguiente, se tiene en el punto critico:

] §p )
—) =0
obn T

2) (azp) B
5v° T—o

Si se conoce la ecuacién de estado del CUerpo:

3) F(pvr,T)=o0

las tres ecuacjones anteriores permitirdn entonces determinar la presién, el volu~

men especifico y la temperatura critica. Si aceptamos como ecuacién de estado
la ecuacién de Van der Waal:

_ RT a
p= Vb o

en la cual R, a, b son constantes caracteristicas, se obtiene facilmente
do Jr (w—b)? " &
& p 2RT 6a

d? - o—by oS °

=0

Nora.—En nuestro trabajo de Termodinamica publicado en estos ANALES, pag 240, afio
1937, N.» 7, dice: De (9) s¢ obtiene. Debe decir: De (3) se obtiene. )

(1) La Sociedad Cientifica de Chile nos ha honrado dedicando 120 paginas a nuestrros traba-
Jjos de investigacion. (Consultar Actas de la Societé Scientifique du Chili (1933-1935).
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El otro principio es el de Nerst que se puede. enunciar diciendo que «cuando
la temperatura desciende indefinidamente, la entropia de todo cuerpo quimica-
mente homogéneo de densidad finita tiende. indefinidamente a un valor determi-
nado independiente de la presién, del estado de agregacién y de la medificacion
quimica en que se encuentre>. Pero como la entropia contiene una constante
arbitraria, se puede sin limitar la generalidad, suponer nulo el valor de la entro-
pia para la temperatura absoluta T = 0. De este modo el principio térmico de
Nerst se enuncia: la entropia de todo cuerpo quimicamente homogéneo de
densidad finita tiende indefinidamente hacia cero a medida que disminuye la tem-
peratura también indefinidamente. (Planck, «Termodinamica>, traduccion espafiola
de don Julio Palacios, pag. 304). '

A las bajas temperaturas, la teoria de Debye da para el calor especifico a vo-
lumen constante del cuerpo sblido:

=1012BT

relaciébn en la cual B depende Gnicamente del volumen especifico; ella esta de
acuerdo con las experiencias realizadas. Nosotros hemos demostrado que la teoria
de Debye da:

c, =38

en la cual § es la entropia. _

«Hasta la fecha, dice Planck, han sido propuestas una porcion de-formas para
ecuacidon de estado: ademés de las ecuaciones de Van der Waal y Clausius existe
toda una serie de ecuaciones que llenan muy bien su cometido en ciertos dominios
limitados: ninguna de ellas, a mi modo de ver, es aplicable, sin embargo, en una
extensién que permita llegar en el estado liquido a las més bajas temperaturass.
Segn Nerst el coeficiente de dilatacién de la substancia liquida debe anularse
para T = o; esta exigencia no es satisfecha por ninguna de las ecuaciones de esta-
do propuestas hasta la fecha (Planck, obra citada, pags. 312 y 313).

Nosotros vamos a demostrar en este trabajo, que en los sélidos el calor espe-
cifico a volumen constante depende Gnicamente de la entropia y que a esta con-
secuencia conducen varias teorias.

Por el anélisis, demostramos que la teoria de Debye en los sélidos da la rela-
cion:

=38

entre el calor especifico y la entropia §. Esta teoria es valida Gnicamente a las
bajas temperaturas. La teoria de Einstein da también

&= f (S)

en la cual f(S) es una funcién de la entropia.
Todo cuerpo, cuyo calor especifico a volumen constante dependa de la entro-
pia, debe tener como energia interna una expresién de la forma:.

U=pf+e
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en ‘la cual f y ¢ son funciones Unicamente del volumen especifico; la demostra-
tibn es dada en esta Memoria. La teorfa de Debye da una expresién de esa for—
ma. En la teoria de Einstein se obtiene:

Ue—aps

en la cual A = — y E el equivalente mecanico.del calor, ¢ el quantum que se

‘ _ E
supone depender Unicamente del volumen especifico, ¢ su derivadg respecto a v.
En los gases, nosotros hemos demostrado que la expresién de energia interna

U=Anp (v—b)

en la cual A, n, b son constantes, permiite dar una explicacién de un gran néimero
de ecuaciones de estado propuestas por diversos fisicos, de las experiencias de
‘Thomson en los gases y deducir nuevas relaciones; la constante n dependeria de
la constitucién molecular del cuerpo v debe intervenir como exponente de las va-
riables en las ecuaciones de estado. (Anales de la Sociedad Cientifica de Chile,
Anales de la Sociedad Espafiola de Fisica y Quimica. Madrid. Vol. XXXIV. Afio
1936).
’ Entre las leyes obtenidas, debemos mencionar una relacién entre los elemen-
“tos criticos y el ntmero de atomos en la molécula del cuerpo, relacién que hemos
verificado en 59 cuerpos con atomicidades comprendidas entre | y 26 (Anales del
Inst. de Ingenicros. Afio 1934).

Considerando la relacién anterior de energfa interna, resultarfa que en los ga-
ses el calor especifico a volumen constante dependerfa Gnicamente de la entropla

Segln la Termodindmica se tiene para los calores especificos:

m(ﬁU
g = ST

S(U+Apu) ]
5T

C“_"

b

y se deduce entonces:

c=An(v—=>5) (;—?t

5
C--:A(n+i)p(5—;—

e, Wy

& i)
Reemplazando los valores de —g»g: y —3% en la relacién conocida de Termodi-

némica; « -
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§p | év
C—e=AT— —
‘ 5T 8T
obtenemos para los gases:
C—c¢ T

Cc An(+0)p@—2b)
En un sélido, la relacién confirmada por la experiencia es:

C—c¢
- T
Cec #

relacién dada por Nerst (Langevin et Broglie. l.a theorie de rayonnement et les
Quanta, pag. 264) en la cual p es, aproximadamente, una constante. Para esta-
blecer esta relacidén deberiamos entonces hacer un calculo anilogo al que hemos
hecho para los gases, pero empleando la relacién:

U=pf+e

Por el andlisis y aplicando los dos principios fundamentales de Termodina-
mica nosotros hemos deducido (*) la ecuaciébn de estado en la hipdtesis que el
calor especifico a volumen constante dependiera Gnicamente de la entropia y he-
mos entonces estudiado la compatibilidad con las ecuaciones de estado propuestas
por diversos fisicos en los gases. Asf, por ejemplo, resulta que la ecuacién de esta-
do de Clausius:

RT o a
p—b T (v + m)?

en la cual ‘R, a, b, m son constantes no es rigurosamente compatible; la compati-
bilidad exige la condicién
m= —b

. ‘2 : o . m
Pero esta modificacién no tendria gran importancia siempre que la razén — fuera
v

pequefia pero si m y v difieren poco como sucede en las proximidades del punto
critico, la modificacién seria inaceptable. Sin embargo, la ecuacién de estado de
Clausius y todas las ecuaciones de estado propuestas hasta la fecha, dice Planck,
estdn en desacuerdo con el principio de Nerst y deben ser modificadas (Planck,
Termodinimica, traduccién espafiola de don Julio Palacios, pags. 312 y 313).

Un punto interesante que conviene sefialar cuando se piensa en la continuidad
de los diversos estados de la materia es el siguiente. Los dos principios fundamen-
tales de «Termodindmica» permiten establecer en forma rigurosa la relacién:

(*) Conferencias de la Scciedad Cientifica de Chile.
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TCc I sUYN 8U
PR, .;..—..._._.______

C—c_"\]b A by §p

relacién en la cual A = = sienclo E el equivalente mecénico del calor, U la ener-

'gfa interna; p, v la presién y el volumen especifico que han sido elegidas como
variables independientes.

Si se considera la férmula de Nerst entre los calores especificos del sélido el
segundo miembro deberfa ser muy aproximadamente una constante: en los gases
el segundo miembro seria aproximadamente porporcional al producto de la presidn
por el volumen especifico.

Pero hemos visto anteriormente que la expresion de energia interna

U=pft+o

en lacual f ¥ ¢ son funciones que dependen Gnicamente del volumen especifico,
corresponde a una ley que parece valida en los sblidos y gases. (Cual es la forma
de estas funciones f y ¢?

Por el anélisis hemos establecido una nueva relacién entre los calores especi-
ficos de un cuerpo y que hemos verificado en los sblidos y gases al final de esta
Memoria.

LEY DE GRUNEISEN EN LOS SOLIDOS

Segtin Griineisen en los solidos la razon entre el coeficiente de dilatacion
I fdv
v 5T
temperatura. Esta ley fué descubierta empiricamente por Grineisen. Planck de-
muestra que la teoria de Debye conduce a la ley de Griineisen. (Planck. «Termo-
dindmica», traduccién espafiola de don Julio Palacios, pag. 306). Pero la teoria de
Debye, analizada por Planck, es vélida tinicamente a las bajas temperaturas.

Seglin Nerst a las bajas temperaturas el coeficiente de la dilatacién es pro-
porcional al calor especifico a volumen constante ¢, pero a las temperaturas mas
elevadas es proporcional al calor especifico a presién constante. (Langevin et Bro-
glie. «La theorie de rayonnement ct les quanta», pag. 285). A las bajas temperatu-
ras ambos calores especificos son précticamente iguales.

) v el calor especifico a volumen constante es independiente de la
r

CALORES ESPECIFICOS EN LOS SALIDOS

La expresiéon del calor especifico en los sélidos fué por primera vez estableci-
da por Einstein y confirmada por una serie. de experiencias entre las cuales debe-
mos mencionar las realizadas por Nerst y sus alumnos en el laboratorio de Leyde.
Nerst ha dado una férmula empirica que traduce mejor los resultados experimen-
tales que la de Einstein. Otras expresiones para los calores especificos han sido
dadas por Lindemann y Debye.

las formulas dadas para el calor especifico en los sélidos son de la forma
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oi(5)

. € b k3 Z 7
siendo o la razén entre el quantum e y la temperatura absoiuta 7. Scgin las

hipétesis de Planclk y de Einstein e solo dependeria del volumen especifico v.
Nosotros vamos a demostrar que si se admite como rigurosa la expresion (4),
el calor especifico a volumen constante del solido dependerd iinicamente de la en-
tropfa, cualquiera que sea la forma de la funcién f. En efecto, se deduce de {(4)
con T constante y admitiendo que ¢ dependa Gnicamente del volurmnen especifico.

(30),- 7 (%)

Por otra parte, segiin los dos principios fundamentales de Termodindmica
(6::) \"!'(52}3)
oo Sy 6T/,

siendo A= N5 y E el equivalente mecanico del calor, De las dos rclaciones an-

teriores se deduce:

Ef , 'd € B 52 b)
i (F) - ),

Integrando obtenemos:

a8 ,{ ()

(a'x‘ ,,“JA?‘lf 7)T

LI Y ,_(_) <)
(au" u_’Asf T d('r

»

RZA Y (m)
ey (a'r.,,"' acI\F) e

siendo F (v) una funcién arbitraria def volumen especifico. De (1) v (5) se deduce:

ép e )
® (55) -~ a7 e+ Fo

Demostremos ahora que la funcién F (v) es nula, Puesto que T depende de
p v v se deduce:
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8T §T
7= (55) 0+ () ¢
' op 9P+ ov pv

luego con T constante obtenemos:

BT)
7) (6_p = :v b

T A
sp/,

8
Eliminando (8—{; entre esta ecuacién y la (6) obtenemos:

ﬁp) dv . e
L5l R S B
sv )y 3T/, A, otFo

] : ;
Se sabe que en un sblido (?‘t—)—) es con gran aproximacién constante; por
_ v /1

otra parte, seglin la ley de Grineisen la razén entre el coeficiente de dilatacién y
el calor especifico es independiente de la temperatura, luego resulta:

F@=o0
y reemplazando en (6) obtenemos:

&p e

) == Cp
6T v AE:

Segln los dos principios fundamentales de Termodinidmica se tiene para la
diferencial de la entropia S:

daT {op
as=a 4T 1a (i)
i T + sT/
op
Eliminando —— entre las dos Gltimas relaciones obtenemos:

§T

Puesto que e es una funcién de » vy ¢ su derivada resulta que el segundo

T ’,
miembro es la diferencial de Log — , luego el primer miembro deberé ser una
: €
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diferencial exacta y, por consiguiente, el calor especifico ¢, dependerd tinicamente de
la entropia S y conforme al segundo miembro el calor especifico y la eniropia depen-

derdn tinicamente de la razén % v se tendri:

G =e(S)

Nosotros vamos a investigar la forma de la funcién ¢ en la teoria de Debye
y en la teoria de Einstein. :

TEORiA DE DEBYE

Planck analiza la teoria de Debye en su obra de Termodinamica, pag. 305
{traduccién espaficla de don Julio Palacios), pero no deduce la relacién entre el
calor especifico y la entropia que le corresponde y que vamos a establecer.

Segln Debye, la energia libre de un cuerpo sélido a baja temperatura es:

F=U,—-BT*

en la cual U, y el factor de proporcionalidad B dependen solamente del volumen
especifico. '

Segin la Termodinémica

F=U~—TS$

siendo T la temperatura absoluta. § la antropia y U la energia interna; luego se
deduce:

8) TS=U—~U,+BT*

Derivando esta relacién con v constante y considerando que la Termodina-
mica da para el calor especifico a volumen constante

C=(5_U)=:r if_)
‘ 8T /e 8T /o

se deduce:
9) S=2BT°

Derivando nuevamente con r constante obtenemos:

65) c
— ) === 2B T?
(57).=+
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de donde
=I2BT
y considerando (9) abtenemos
10) &G=38

Luego el calor especifico a volumen constante del solido a baja temperatura

serfa igual al triple de la entropia.

Determinemos ahora la ecuacion de estado, es decir, la relacibn entre la
presidn, el volumen especifico v la temperatura absoluta que corresponde a la
teoria de Debye.

De (8) v (9) se deduce:

11) U~U,=3BT*
4
3)3
I fem U = -
2) U--U,=3B{—
4
3 83
e -
* oup7

De esta Gltima relacién se deduce

13) ( )__B’ 57 (w)

(4B)3

Segiin la Termodinamica
TdS=dU+ Apdy

de donde:

luego reemplazando en 13 obtenemos:

s U
ov

B'S

Ap=

W w] wie

(¢ B)

y considerando (12) obtenemos:
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B 3B U,
14) C U—U=3Apg+ 5

Reemplazando en (11) se obtiene la ecuacién de estado:

30U,
dv

15) BT = Ap+

La relacién (14) da la energia interna en funcién de la presion y del volu-
5 ; s I )
men especifico. En dicha relacién A = = siendo E el equivalente mecénico del
calor, B una funcién del volumen especifico, B’ su derivada respecto a v, U, la
energia interna que corresponde al cero absoluta.

En el analisis de la teoria de Einstein de los calores especificos obtenemos
como energia interna:

16) - U= —Ap—
E

relacién en la cual e es el quantum de Planck que Einstein supone depender del
volumen especifico, ¢ es su derivada respecto a v, A tiene el mismo significado
anterior. Falta entonces el término que corresponde a la energia interna en el
cero absoluto ¥ que Planck introduce en su segunda teorfa.

TEORiA DE EINSTEIN
Segiin Einstein la energia interna del cuerpo solido es:

ag

17) U s
eKT -]

en la cual K es la constante de Planck, ¢ es el quantum de energia que este
fisico y Einstein suponen depender Onicamente del volumen especifico. En .esta
hipbtesis se deduce aplicando la relaciéon conocida de la Termodindmica que da
el calor especifico a volumen constante de un cuerpo:

«=(57),

18)

KT ()
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La experiencia confirmé en forma notable esta relacién dada por Einstein. Son
célebres las experiencias realizadas por Nerst y sus alumnos en el laboratorio de
Leyde. :

Determinemos la expresidn de la entropia que corresponde a esta relacién.
Segiin la termodindmica se tiene para el calor especifico a volumen constante:

§S
C, = T(——ﬁ-
s T
en la cual § es la entropia.
De las dos tltimas relaciones se obtiene:

( eKT
) K T3 £

eKTwl

de donde:
! -

S=__j‘as eKT J €
T () KT

Integrando por partes obtenemos:

ae aK ( € )
E-J — d
5 T(L ) f,._‘_ KT
KT | eRTo]

Se deduce:
—2 ()
T K T ) KT
eKTm-]

= a K Log ( § o= _2?)

Luego la expresién obtenida para la entropia es:

acec [

19) S= ——— -—a N Log ( [ — ¢~ K7-—)

'T(e%"*'-u ])

L.a integracién introduce una funcién arbitraria del volumen especifico y que
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hemos supuesto nula conforme a la ley de Grineisen. El calor especifico a vo-

£
lumen constante depende segin la férmula de Einstein de la razén T (for-

mula 18) y segln (19) la entropia § depende también de dicha razén. Luego el

calor especifico a volumen constante depende tnicamente de la entropia. Hemos

demostrado anteriormente que la teorfa de Debye verifica tambien esta ley.
De la ecuacién (17) se deduce:

€ _L (1+ ae )
KT % U
Reemplazando en la expresién de la entropia (19) obtenemos:

ace

U

u 7 aes ( as)
— Lo a P — —
200 §=K - Log \}—{- - }-I—aKLog I+ T a K Log

Si hacemos a = | en esta relacién obtenemos la célebre f6rmula que Planck
obtuvo por el chlculo de probabilidades entre la entropia S, la energfa interna

U vy el quantum e.
Segln la Termodinimica:

TdS=dU+ Apdy

de donde con S constante se deduce:

s U :
(), -
ov s

Aplicando esta relacion a la ecuacidn (20) v admitiendo que & depende sola-
" mente de v y designando por & la derivada de £ respecto a v obtenemos:

21) U= —Ap—
£

que nos da la energia interna en funcién de la presién y el volumen especifico.
De (17) v (21) se obtiene la ecuacion de estado, es decir, la relacién entre
la presidn, el volumen especifico y la temperatura absoluta:

ae

22) CAp=———
eKT — §
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ENERGIA INTERNA EN FUNCION DE LA PRESION Y EL VOLUMEN ESPECIFICO

Determinemos la expresién de la energia interna que corresponden a un cuer-
po en que el calor especifico a volumen constante depende Unicamente de la en-

tropia .
Segiin la Termodinémica:

dT b
23 ds=c L La(Z2 4
) | “F TAGT .

Dividiendo por ¢ ambos miembros obtenemos:

d$ dT A(ap)
) = +—\GTLY

o = T
dT . ds i ) )
Pero i es diferencial exacta, — lo es igualmente por hipétesis, luego:
; c K

A bp
= ar?

debe serlo igualmente, lo que exige si designamos por f una funcién del volumen

especifico:
A ( ipy !
c 5T /o B f

(6U
SENET A

Llevando este valor en la ecuacién anterior y efectuando la integracién obte-
nemos: '

Segin la Termodinémica:

25) U=Apf+e

siendo ¢ una funcién arbitraria del volumen especifico introducida por la integra-
cién,

Demostremos ahora que en todo cuerpo que verifica la relacién anterior, el
calor especifico a volumen constante depende Unicamente de la entropia S. Se de-
duce de la relacidn anterior:

sU 5p
=l Y A
¢ (6‘1".!., Al ST



Aplicaciones de Termcdindmica 651

Llevando este valor en el segundo miembro de (24) se observa que se tiene
S
una diferencial exacta, — lo serd igualmente, luego el calor especifico a volumen
¢
constante dependera Unicamente de la entropia.
Se observara facilmente que las expresiones (14) y (21) que hemos deducido
de las teorfas de Debye y de Einstein son un caso particular de la relacion (25).
Veamos ahora una relacion diferencial entre los calores especificos. Seg(in los
dos principios de Termodindmica se tiene para los calores especificos:

(),

- A
-

En la hipétesis que ¢ dependiera Unicamente de S se puede escribir.

de donde se deduce:

= ¢ (c)

y aplicando la relacién anterior obtenemos:

( 5c

c
)

En un solido el calor especifico es de la forma

-1(3)

siendo ¢ una funcién del volumen especifico.
Se deduce entonces fAcilmente:

259

g b
T 8T
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de donde:

En un sélido el coeficiente de dilatacién es proporcional al calor especifico y
entonces se obtiene la relacién dada por Nerst entre los calores especificos.

En un gas la Termodindmica permite determinar el calor especifico a volu-
men constante en funcién de v, T sise conoce la ecuacién de estado por la
relacioén:

[ 5c\ 8 p
) = AT L
(év T 5 T?

En el caso de la ecuacidn de estado de Clausius es interesante hacer el cal-
culo y aplicar relacién 25’y estudiar el grado de validez de la relacion que se ob-
tiene. ’

OTRA RELACION ENTRE LOS CALORES ESPECIFICOS Y SU VERIFICACIGN EN  LOS
SOLIDOS Y GASES

Nosotros hemos establecido por la teoria otra relacién entre los calores espe-
ctficos a presién y volumen constante de un cuerpo. Si por C y ¢ designamos

estos calores especificos y haciendo

Ce
C—c¢

se tiene (*):

26)

6T /o
Veamos ahora su confirmacién en los sblidos. Seglin las experiencias de

Nerst (Langevin et Broglie. La theorie de rayonnement et les Quanta, pag.
264) podemos escribir para los sélidos:

(62_
C 85T J»
c

Cc K
27 p— i T
) C-—-¢ T

en la cual u es una funcién del volumen especifico. Se deduce facilmente:

(*) Hemos deducido la relacién (26) efectuando algunas transformaciones en las ecuaciones
de la Termodindmica y que daremos a conocer en otro trabajo.
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dz\g m I
(dT}p Tt T AT

(dz_) ___' b
dT /s T

Reemplazando en (26) obtenemos {*):

28) e
y considerando (27) obtenemos:

29) C o= pf —

El calor especifico serfa entonces proporcional al coeficiente de dilatacion, es la
ley de Grineisen que hemos indicado al principio de esta Memoria.

Veamos ahora una consecuencia que resulta para los gases de (26). Al prin-
cipio de esta Miemoria hemos establecide para los gases la relacién

20) Cec 3 Ann+Dplv—b)
C—c¢ T

en la cual A, -n, b son constantes. Despreciando el término (b) y aplicando
nuestra férmula (26) obtenemos:

30) L i 8
. c ( 5T

a7 ),

Haremos la verificacion con el anhidrice carbonido. La tabla de Amagat pu-

biicada en «Hittes, Manuei de I'Ingenieur, edicién francesa, nos da para una

presién de 60 atmosferas y una temperatvra absojuta 17 = 323 grados; » = 7,6
decimetros clbicos por kilogramo vy entonces obienemos:

by
—_— = P2
T
(*) Hemos demostrado anterjormente aue en f[érmule (6) la funcién ¥ (v} = . Luego
3 r
“p e ety Llevando estc valor en la relacibn conocicia:
5T Ae .
L 5p dv )
C—ec=AT 3T 37T se obtiene (28).
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S

A la misma presién y aumentando la temperatura de 5 grados la tabla nos
da v=79 y entonces: )

v
Pr s

Luego tenemos aproximadamente:

( (pv)) 141‘2 = (,0066

A la presién de ©5 atmodsferas y con el mismo volumen especifico 7,6 corres-
ponde segin la tabla una temperatura absoluta T = 337,6, o sea, un aumento de
14,6 grados respecto de la temperatura 323, y tenemos;

i = 1,463
T

Luego se deduce aproximadamte:

( (pv)) 1,463 — 1412

= 0,00349
14,6

Reemplazando en (30) los valores obtenidos se deduce:

C _ 00066 _ o
¢ 000349

Efectuando los céleulos en la misma forma para 70 atmésferas hemos obte-
nido: '
C
— =22
¢
l.a razdén entre los calores especificos deducidos por Amagat en el anhidrido
carbdnico a la temperatura de 323 grados absolutos para 60 y 70 atmébsferas son,
respectivamente, 1,903 y 2,327 (consultar Marchis, «Thermodinamiques, vol. II).
La relacién (30) queda, pues, confirmada. En los Anales de la Sociedad Cientifica
de Chile se pueden consultar nuevas verificaciones de la ecuacién (30) en el anhi-

drido carbdnico.
Consideramos dos puntos de una adiabatica en que los calores especificos a
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presién constante sean: Cr vy C+4AC, y los calores especificos a volumen cons-
tante ¢; y ¢, + A¢;. Segln la ley (26) deberia verificarse:

S = 1/4G
L AC}

Pero si Gnicamente el calor especifico a volumen constante dependiera de S
se tendria: Ac, =0 y la ley (26) seria falsa.
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TCce ] (6U (6U
Pégina 588 debe decir C_. P+? e ) E(; v

Cc

C—c

Pagina 593 debe decir z =






