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PROLOGO

ste trabajo fué originado por el empleo del cileulo grafico de la viga

continua que aparece en la cbra de Kersten «Construcciones de hormigén

armado».  Después de numerosas zplicaciones de este método, pensé que

el céleulo se facilitarla y se efectuarfa en menor tiempo, reemplazando

el complicado y fino dibujo por una serie de abacos que consegui obtener al cabo
de repetidos ensayos.

Una vez alcanzado esto, me interesé por conocer en qué se basaba el calculo
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gréfico que tantas veces habia empleado. Ni en espafiol ni en francés (1} encontré
la explicacién completa de este tema, y las que venfan en obras alemanas que tratan
sobre este punto, sea por dificultad de la traduccién o por diferencia de mentalidad
no me dejaron satisfecho, Por estas razones traté de hacer una exposicién légica
de esta teorfa que fuera semejante a la que supongo siguid el autor que la des-
cubrid.

Al ver que autores como Kleinlogel ha editado recientemente un libro de 200
pAginas para facilitar el caleulo de la viga continua, he creido que no estaria de
més publicar este pequefic trabajo que tiene &) mérito de ser original y cuya apli-
cacién a los casos no tabulados puede competir muy ventajosamente con la de
otros procedimientos.

PEDRG ERRAZURIZ L.

El problema de la viga continua v las diferentes métodos para
resolverlo

l.* EL PROBLEMA DE LA VIGA CONTINUA

El problema del ingeniero consiste en determinar las diferentes secciones, (mo-
mentos de inercia) que debe tener una viga para que resulte lo més econdrnica
posible, ya que la economia es la ventaja de la viga continua sobre una serie de
vigas apoyadas.

Para obtener los momentos de inercia, es necesario conocer los momentos flexio-
nantes en cadz punto de la viga, ¥ estos asu vez, requieren el conocimiento dé los
primeros; de manera que el problems es indeterminado.

Los métodos que a continuacion se indican, comienzan por suponer conocidas
las relaciones entre los momentos de inerciay parten de shi para calcular los mo-
mentos flexionantes y los esfuerzos de corte,

Ha quedado reducido nuestro problems, a calcular los momentos v esfuerzos de
corte maximos, en cada punto de la viga, y atin se reduce més, pues como vere-
mos, solo es necesario conocer los momentos en los apoyos.

Supongames un tramo de una viga continua (fig. 1); en sus extremos obran
momenios M, y Mp producidos por las cargas que existen en los trarnos, sea p
la carga uniforme que hay sobre AB y T/, y Ty las reacciones de apoyo debido
2 esta carga.
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Fig. 1 T

El momento en un punto cualquiera de A B distante x del apoyo A es

(1) Después, he visto que la traduccién espafiola de la «Estatica Graficar de O. Henkel,
publicada per la Editorial Labor, trac una demostracién bastante  satisfactoria de  este procedi-
mHento,
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M =M, —T'hx + p;’ )

haciendo x =1 obtenemos el momento en el apoyo B, en funcidn del de A

Mg=N,y— T/ 1+ .*3;_ 2
despejando el valor de T*y de esta ecuacién, e introduciéndolo en la primera, ob-
tenemos el momento en un punto cualguiers, en funcién de los momentos en los
apoyos . '

{—x X px? pix}

My = — (B P (3)

M =M
AT I 2 27

Esta ecuacién tiene una representacion grafica muy sencilla, Observemos el
término contenide en el paréntesis; es el valor del momento que se produce a la
distancia x del apoyo A, de un tramo sobre el cual existe una caga uniforme p ¥
que sus extremos estan simplemente apoyados.

Marquemnos los momentos M, y Mg {fig, 2) y unemos sus extremos entre si
y con los apoyos.

Fig. 2
A

‘M.
C

Las ordenadas del triangulo ADC, quedan representadas por el primer término
de la ecuacitn, v el segundo representa, las del trifngulo BAD.

De manera que si marcamos a partir de la linea CD las ordenadas de la pa-
rabola de momentos del tramo, considerado como simplemente apoyado, obtene-
tmos entre el eje de la viga y la curva que hemos dibujado, las ordenadas de
momento del tramo de la viga continua.

De la ecuacién (2) obtenemos el valor de
T, = &}h@_ + F’T‘

Con esto hemos demostrado lo que habiamos dicho, es decir, que el problema
se reduce a calcular los momentos de apoyo.



Transformacion del cdlculo grifico de la viga continua 157

2» CALCULO POR MEDIO DEL TEOREMA DE CLAPEYRON

Este método parte de la base de que el momento de inercia de cada tramo es
constante, y consiste en resolver un sistema de ecuaciones, que relacionan los mo-
mentos flexionantes de tres apoyos sucesivos,

Este procedimiento, que es el que generalmente se emplea, tiene el inconve-
niente de exigir numerosos céleulos mateméticos, que estin siempre expuestos a
errores numéricos. Afortunadamente los casos més sencillos ¥ corrientes, estan ta-
bulados. '

3.¢ CALCULO POR MEDIO DE APARATOS

Este procedimiento, que estd basado en el Teorema de Maxwell, consiste en
construir con la ayuda de ciertos aparatos, (Continostat, ideado por Gotischalk,
Nupubest y otros} un madelo reducido de la estructura que se quiere calcular.
Este modelo se puede construir con momentos de irercia variable o constante y
para caleularlo, semiden las deformaciones que se producern, para las diferentes so-
licitaciones.

Tiene este procedimiento, la ventaja de que el momento de inercia puede
variar en un mismo tramo, y que evita los largos y complicados céleulos fuméri
cos que requiere el método anterior; pero también tiene un inconveniente, que es
siz elevado precio, io que hace, que su uso sea poco frecuente,

4° EL METODO DE LOS PUNTOS FIJOS

Este sistema que fué descubierta por Ritter, ¥ que ha tenido por origen el es-
tudio grifico de la elastica de una viga continua, de momento de inercia constante,
consiste en obtener ciertos puntes fijos, dos para cada tramo; en uno de ellos, ¢l
de la derecha, el momento se anula cuando sélo hay cargas en los tramos que que-
dan hacia la izquierda del tramo considerado vy en el de la izquierda se anula
cuando sucede lo contrario.

Una vez obtenidos éstos, se caleulan ciertos valores que se llaman ordenadas
de apoyo de las iineas cruzadas, que tienen la propiedad de que al unir sus extre-
mos con los apoyos {trazar las linesas cruzadas), se encuentran en las verticales
que pasan por los puntos fijos, dos puntos que al unirlos ¥ prolongarlos, nos mar-
can en las verticales de apoyo, los momentos que la carga del tramo, produce en
ellos,

Para calcular con este sistemna, se procede a averiguar los momentos, que se
producen en todos los apoyos debido a la carga de un tramo. Se repite esta ope-
racién para cada tramo y después se suman para cada apovo, los valores de los
momentos, que la carga de cada tramo produce en él.

Sélo nos faita saber, como se puede obtener el memento en un apoyo, debido
a la carga de un tramo que no es vecino a é&l.

El diagrama de momentos de un tramo, en ¢l cual no hay cargas, est4 com-
prendido, segin acabamos de ver por la ecuscién (3), entre una recta y el ¢je de



158 Anales del Instituto de Ingenicros de Chile

la viga. Pero sabemos que en los tramos no cargados, el momento se anula en un
punto fljo, de manera goe conocidos éstos y los momentos que la carga de un tra-
mo produce en sus apoyos; no nos queda mas que trazar en los tramos vecinos
rectas que unhan sus puntos fijos mis distantes de los apoyos del tramo en carga,
con los vértices de momentos méximos de los apoyos de éste, para obtener en los
apoyos de los dos tramos vecinos los momentos que buscébamos.

En Ios dem@s tramos se procede en idéntica forma.

n

E] sistema grifico de Ritter

1. Los PUNTOS FIJOS

a) En vigas de momento de inercia constante.

Supongamos una viga continua de seis tramos desiguales sobre apoyos fijos,
y de seccidn y modulo de elasticidad constante y que tiene solamente el tercer
tramo cargado.

El diagrama de momentos de esta viga es el que se ve en la fig. 3, Las dreas
de momentos, en los tramos extremos sen tridngulos; en los tramos intermedios no
cargados son iguales a la suma de dos trigngulos, uno positivo v otro negativo,
que tieren por bases los momentos de apoye y por altura la Juz de tramo; en el
tramo cargado es igual al rea de momentos positives que este tramo tendria si sus
extremos fuesen simplemente apoyados, disminuida en un trapecio, cuyas bases son
los momentos de apoyo y que se puede descomponer en dos triangulos.

Consideremos aplicadas en los centros de gravedad de las reas triangulares y
en el correspondiente de la drea de momentos del tramo en carga, fuerzas elasticas
positivas o negativas proporcionales a las freas, y tracemos el poligono funicular
de estas fuerzas. Este poligono es a una cierta escala envolvente de la curva elis-
tica de la viga; pasa por todos los apoyos, puesto gque ahi la deformacién es nula y
es tangente en e€sos puntos a la curva.

Los puntos de aplicacion de las fuerzas, que corresponden a las Areas trian-
gulares, estin colocados en los tercios de las luces correspondientes.

La resultante de dos fuerzas W vecinas, una a la izquierda v otra a la dere-
cha de un apoyo, queda sobre una vertical que pasa por el punto de interseccion
de los lados del funicular que encierran a las [uerzas,

Pero esta vertical se conoce de antemano, puesto que W, v W, 4 son pro-
porcionales a las superficies de dos tirdngules de bases iguales, v alturas iguales
alyyafhg,

W, =KI,
Wopr =K iy
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El punto de aplicacién dela resultante, es el punto donde el momento predu-
cido por W, es igual al producido por W, (fig. 4).

' |
o \
\fﬂ‘n I wn Wn+z W
ii-‘:.-—-a-4 b ———d M Wn a8 “wn+1 ]
s ! 1 y : ;
; L +.
— S B e Klna = Klnw, b
pom “'"j—.; (19 “ 1, 1)——__3*!
lna
Fig. 4 A =b Ll'l'
ademas
a= (ol —b
de donde

Iy
'-éf<zn+tn+1)=b{!+ £ )

multiplicando por |,
Eli ls (Ir\+"!n+]) Ib(‘ln"_'{n-}-l)
b=%{, a=%i,

Luego, para obtener la linea de la resultante, basta invertir las distancias de
las fuerzas al apoyo. Esta linea se ilama Ordenada al tercio. ‘

Observemos ¢l triangulo 123 (Ag. 3), sus vértices estan sobre rectas fijas y
paralelas, y dos de sus lados pasan por puntos fijos, que son los das primeros
apoyos, Por lo tanto el tercer lado debe pasar también por un punto fijo en linea
recta con los otros dos. Luego el punto 12 es un punto fijo, que sdlo depende de
Ia luz del primer tramo y de la luz del segundo.

Para el tridngulo 123" se puede decir lo mismo: luego D, es un punto fijo.

Si nos fijamos ahora en el tridngule 56’7’ vemos que tamhién tiene sus vér-
tices sobre rectas fijas y que dos de sus lados pasan por puntos fijos, que son el
quinto apoyo y el punto Dy; luego el purto D, es también fijo.

Lo mismo puede decirse de los trifingulos 5 6 7 v ¢ 10’ 11’. De manera que
los puntos Iy y Dj son también puntos fijos.

Los puntos fijos I; Dy y Djs se han obtenido al cortar el eje de la viga, con
la proiongacién del lado del funicular, que queda comprendido en el tercio central
del tramo, y los puntos fijos I; ¥ D; se han obtenido profongande hasta cortar
el eje de la viga, los lados centrales del poligono funicular del tramo en carga.

Ahora consideremos un tramo aislado, dewuna viga continua, sobre el cual no
hay cargas, pero que tiene sus extremos sometidos a momentos flexionantes, prove-
nientes de cargas que obran en tramos vecinos de la izquierda.

Sean M, ¥ Mg los momentos (fig. 5). Como hemos visto, el 4rea de mo-
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mentos es la diferencia de dos trifingulos ABD y BDE cuyas 4reas son represen-
tadas por fuerzas elasticas W

WA= -%AEMA': KMA

I

Wg = -;_ I Mg = K Mg

Construido el poligono funicular de estas fuerzas, se puede observar, que pro-
longando el lado de este poligono comprendido en el tercio central se forman dos
tridngulos AFH v BGI que son semejantes respectivamente a XZO' v a XYQ'
entonces

Xz AH ! XZ =K, XZ
oo T30 oo

w|ﬁ|§

pero XZ=W, ycomo W,=KM,: XZ=KM,

de donde
AH = KK My =K* M,
Bl =KK; Mg = K'M

Luego, la recta HI representa a otra escala lo mismo que la recta DE, y al
punto C, que es donde el momento es nulo, le corresponde el punto J que es donde
corta a AB, la prolongacién de FG, lado central del funicular,

Con esto hemos demostrado que los puntos fijos anteriores, son también pun-
tos de momento nulo, cuando sobre ellos no hay cargas.

En cada tramo hay, pues, dos puntos fijos, unoa la izquierda, donde se anula
el momento cuando el tramo cargado estd a su derecha v otro & laderecha, en
el cual el momento es nulo, cuando ¢l tramoen carga queda a la izquierda,

Como se comprenderd fAcilmente, el primer apoyo es también el punto fijo
de la izquierda del primer tramo y el Gltimo apoyo, es el Gitimo punto fijo.

De manera, queuna vez obtenides los momentos en los apoyos de un tramo
cargado, su influencia enlos demas apoyos, se puede calcular facilmente si se cono-
cen los puntos fijos. i

&) En vigas de momento de inercia variable de un tramo a otro, pErO constante
en cada uno de elios.

Como ya sabemos, el poligono funicular de las fuerzas elasticas W, es a una
cierta escala envolvente de la curva eldstica. Si se toma, como distancia polar del
diagrama de vectores de las fuerzas eldsticas W, el producto EJ, obtenemos la
verdadera inclinacién de la viga en los apoyos.

Si consideramos una viga continua, en la cual los diversos tramos tienen dis-
tintos miormentos de inercia, el diagrama de vectores, tendrd una distancia polar
distinta para cada tramo. Para tener un poligono de vectores, cont una sola dis-
tancia polar, habria que aplicar como fuerzas elasticas W, no las superficies de mo-
mentos, sino éstas, divididas por el momento de inercia de] tramo respectivo.

Las nuevas fuerzas vecinas del apoyo n, serfn:
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':gL Mn In-i
Jn-l

IMaly

W”n—l =
Jn

v W=

Estas fuerzas, como las antiguas, estdn aplicadas en los tercios de los tramos;
v la resultanie de éstas pasa por el punto de momento nulo.

W7 _,a=Wph
P Mn In—l a 5 Mn in

= b
.Jn—l .]n
a = ln Jn——t
b [n~—] -In

Este punto se encuentra, al dividir la distancia $ (lgq +1,) endos partes a v b,
tales que cumplan la relacién anterior,

Los puntos, tales como I,, I3, Dy, D, v Dy, en el nuevo poligeno funicular,
también son puntos fijos por las mismas razones anteriores.

La demostracion, de que estos puntos fijos, sontambién puntos de momento
nulo, hecha en paginas anteriores, es también valida en este caso.

2. METODO GRAFICO PARA DETERMINAR LOS PUNTOS FIJOS

a) En vigas de momento de inercia constante.

De lo que hemos visto més arriba, se deduce un procedimiento grafico muy
sencillo para determinar los puntos fijos.

Se dibuja el diagrama de la viga y se dividen los tramos en tres partes igua-
les y por los puntos de division se trazan perpendiculares; después se obtiene la
ordenada al tercio para cada apoyoe, invirtiendo los tercios contiguos a él.

Por el primer punto fijo, que serd €l extremo de la viga si estd simplemerite
apoyado, se traza una linea con una inclinacién cualquiera (fig. 6) que corta a la
linea del segundo tercio en el punte [ v a la ordenada al tercio en 2,

1
-

/

e

2

I
st
—

;..‘.,._iL
' 3

S N
——

l "
—!l et l,’l-—--4

.l:- @l:
]

Fig. 6

Uniendo ! con By prolongando, se obtiene en la interseccién con la linea del
primer tercio del segundc tramo, el punto 3, v por fin, uniendo 2 con 3, obtene-
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mos al cortar el eje de la viga, el punto [,, que esel punto fijo de la izquierda dei
segundo tramo.

Idéntica construccién partiendo de I, nos da I; y asf sucesivamente obtene-
mos todos los puntos {ijos de la izquierda.

En forma aniloga se obtienen los puntos fijos de la derecha, partiendo del
punto fijo de la derecha del Gltimo tramo.

Si el extremo de la viga estd perfectamente empotrade, se considera que
existe otro tramo anterior cuya luz es igual a cero; de manera que al invertir
los tercios vecinos al apoyo de empotramiento, obtenemos, que la ordenada al
tercio, coincide con la vertical trazada por el primer tercio, v que por lo tanto los
putos 2 y 3 quedan en la misma vertica! y la linea 23 confundida con elia, de
manera que I; queda en el punto tercio del primer tramo.

b) En vigas de momento de inercia variable de un tramo a otro, pero cons-
tante en cada uno de ellos.

Como hemes visto en paginas anteriores, la (nica diferencia de este caso con
¢l anterior, consiste en que lalinea de la resultante de las dos fuerzas elsticas W
vecinas a un apoyo, no se obtiene al invertir los tercios contiguos a él, sino, divi-
diendo esta distancia en dos partes proporcionales, a lhy, J, v a I, Jarr:

[.a construccion grafica, es la siguiente:

[n (jn lnn I {Jﬂ‘l
Loapdn l
1 n ! iy 1 n+]
L
Fig, 7

3.» Las LINEAS CRUZADAS

Supongomos un tramo de una viga continua (fig. 8) scbre el cual existen
cargas que producen una 4rea de mormentos positivas, tal que su centro de grave-
dad queda a la distancia y del apoyo A. En los apoyos se producen momentos
hegativos My v Mg que son las bases del 4rea trapecial de momentos negativos.

Como hemos visto, esta &rea puede descomponerse en dos trigngulos.

Consideremos, como antes, aplicadasen los centros de gravedad de estas areas,
fuerzas eldsticas W proporcionales a ellas, y tracemos el poligono funicular de estas
fuerzas.

Prolonguemos hacia arriba, y hacia abajo, hasta cortar las verticales de apoyo,
los lados del poligono funicular comprendidos en el tercio central,
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N

-

Como ya sabemos, los puntos I, ¥ Dy son puntos fijos, que sdlo dependen de
las luces de los tramos.

Estos puntos fijos, reciben también el nombre de focos y las verticales que
pasan por ellos, se [laman ordenadas focales.

Observemos los trifingulos semejantes AD'F y OPQ

A W,
[ oo
3
pero
I
WA = “i—- lMA

de donde
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AD = B Ma
& 00
anélogamente
BE - L Me
6 00

Ahora, tracemos en ¢l poligono de fuerzas, dos lineas paralelas a éstas, gue
disten del polo y—=x; y z—x,; vemos inmediatamente, quc estas lineas quedan
interceptadas por los lados extremos de este poligono, de tal manera, que sus lon-
gitudes son iguales a a v b respectivamente.

Con esto, hemos demostrado, que conociendo la posicién de los puntos fijos y
la carga del tramo. nosotros podemos determinar los momentos de apoyo M, vy M.

En efecto, conocida la carga, conoceremos el valor de la superficie de momen-
tos positives y su centro de gravedad. Una vez obtenido estos datos, marcamos a
una cierta escala, el valor de la superficie de momentos y al frente un polo cual-
quiera, que unimos a los vértices W,; en seguida marcarnos las paralelas distantes
de y-—x; ¥ de z—x,, valores todos conocidos v obtenemos a vy b que aplicamos
en las ordenadas focales, y trazando las lineas KDY ¥ JE’, obtenemos en las verti-
cales de apoyo a una cierta escala, los momentos buscados.

Estas lineas se llaman lineas cruzadas.

Perc este sistema de obtener los momentos de apoyo, puede ser aGn simpli-
ficado.

Como hemos visto antes

A= Ma
6 00
luego, una vezmedido en el dibujo el valor de AD, habrad que dividitlo por & y
multiplicarlo 600°, para obtener el valor de M,.

Para medir directamente en ADY, el valor de M, hay pue aplicar en el dibujo
un valorde b, reducido en la misma proporcién en que estaba amplificado el valor
de M,.

De los tridngulos semejantes, obtenemos

b W,
z— x4 00’
de donde
W
o G
y el valor reducido de b, es
W, 600 W,
b= 00’ (Z X4 2 o= T (Z‘Xd)



Transformacion del cdlculo grifico de la viga continua 167

a este valor de b, corresponde un valor de B, que se obtiene de la proporcién si

guiente:

B z
b~ z—xq4
de donde
B=b_%___
Z— X4
v reemplazando el valor de b
B= Wy z
[z
6
anélogamente
12}
6

En nuestro caso, tenemos que la linea de cierre, coincide cont el eje AB de la

viga.
Consideremos ahora, solamente las lineas cruzadas, las verticales de apoyo, ¥

ey
Lar ST

z |
=X d—et

A
|

i
1
!
|
D.m __ _.__...,I.._. o d ---——-E.
|
|

Fig. 9 N
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las ordenadas focales y prescindamos del poligone funicular de las fuerzas elasticas.

Deformemos lasuperficie D’E’MN, y hagamos coincidir YE’ con AB (fig. 9),
los antiguos puntos de la linea de cierre AB dejan de estar en una linea horizontal
y quedan en una [nea inclinada D7E”,

Se ve inmediatamente, que todas las lineas verticales y sus distancias entre si,
que son los Gnicos valores que nos interesan, han conservado su direccion v mag-
nitud,

De manera, que si marcamos en las ordenadasde los apoyos, las cantidades
Ay B a partir de los apoyvos y trazamos las lineascruzadas AN y BM, obtene-
mos en las ordenadas focales, dos puntos i v d, que al unirlos, nes dan en las or-
denadas de apoyo, dos cantidades iguales a los momentos de apoyo M, v Mp.

{Continuard).





