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Calculo de sistemas hiperes-
taticos con el teorema de los
trabajos virtuales

Tradueceidn de Yago Rovano A,

{(Coniinuacidn)

§ 2. IDESPLAZAMIENTOS DE LOS NUDOS LN UNA ESTRUCTURA ENREJADA
9. Recordando que el teorema de los trabajos virtvales es valido para un sis-
tema cualquiera de fuerzas externas en equilibrio aplicadas & la estructura, entre las
cuales dehen incluirse también las fuerzas X estticamente indeterminadas, ¥ para
un sistema cualquiers de desplazamicntes, siempre gue sean pequenisinies v geomé-
tricamente posihles, puede formularse la regla siguiente:
«Para calcular el desplazamiento 8 de un nudo cualquiers de ung estructura
enrejada, en una direccitn dada, contenida en el plano de la estructura, se suprimen
toclas 1as cargas reales aplicadas a la estructura, y todas las barras o ligazones supera-

bundantes (transformando la estructura dada en una estructura principal cualesquie-
ra, distinta de la obtenida para [4 determinacién de las X)) ; se aplica al nudo en cues-
tion una carga [ en la direccion de 8 y se escribe la ecuacion de los trabajos vir-
tuales introduciendo para los desplazamientos Ac y As los efectivos, 0 sea produ-
cidos por la condicién real de carga».
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10. Eygvpero. 1--Se pide Ia cantidad 8¢ de que baja respecto a la horizontal de los apoyos el
nudo & de la viga estaticamente determinada representadaen la fig. 7 a, producida por una determi-
nada condicion de cargu.

Determinemos los esfuerzos S en las barras,
producidos por la condicién de carga dada, y supo-
niendo en seguida la viga completamente descargada
¥ sin peso, apliquemos sélo al nudo & una carga ver-

E a) tical igual al 1 (fig. 7B).
: Determinemos los esfuerzos cotrespondientes
5, en las barras ¥ escribamos la ecuacion de los
trabajos

Y 3
"f o ¢ »?’ l+6,=3S,As

Figy

8,=25,5¢

Como el apoye tiene un carro de difatacidn. una variacian uniforme de temperatura transiorma
la viga dada en otra semejante y por lo tanto el desplazamientn vertical del nudo 6 no es influenciado
si la caheza inferior de la viga es horizontal.

11 ErgmpLo [ —Se pide el sentamiento o respecto a la horizontal de los apoyos extremos, det
vértice C de Ia cercha va estudiada en el N 2 8. Después de haber determinado las incognitas X’ y
X'y huber calculado los esfuerzos en las barras con la relacitn

S=80— & X' —§" X"

se anulan todas las cargas reales y se aplica a la estructura principal estaticamente determinada
{fig. 8 ) sélo una carga igual 1 | aplicada en C; resultan en las barras ciertos esfuerzos S; facilmente
determinables.

Si se quiere en vez el desplazamiento horizontal 8’ del vértice C hacia la derecha, bastara imagi-
narse la estructura principal solicitada por una fuerza horizontal igual a | aplicada en C y dirigida
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hacia la derecha (fig. 8b). Si representamos con S, los esfuerzos correspondientes en las barras, la
ecuacion de os trabajos virtuales nos da, suponiendo rigido ¢l apoyo A

Ve =ES A= 250 Sy

12. Ejgprro 111 --Se pide el descenso Sy, del nudo m del tramo central de la viga enrejada con-
tinua representada en la fig. 9.

1Después de haber determinadu los esfuerzos S en lus barras, correspondientes a la condicién de
carga dada, se hace estiticamente determinada el tramo, en que se encuentra el nudo m eliminando
las das barrus EF, HKecon lo que sc abtiene la viga ¢, Ca simplemente apoyada. Se imaginu entonces
cargada esta viga con una sola carga vertical igual & 1 aplicada en el nudo m; se producen en las
barras ciertos esfuerzos S, facilmente determinables. Después se escribe la ecuacién de los trabajos
virtuales:

ledm=25A:=25,8,

13. Ef poligone de inflexién de la cabeza de una viga enrejada puede construir-
se determinando ¢l desplazamiento de cada nudo con la aplicacidn repetida del teo- *
rema de los trabajos virtuales en la forma indicada en el N.o 9. advirtiendo gue puede
evitarse una nueva determinacion de los esfuerzos $, para cada desplazamiento que
se busque.

Con este objeto (1), suponiendo que se trate una viga de longitud { simplemente
apoyada (si se trata de una viga continua y se husca [z deformacidn de un tramo dadao,
para la determmacién de los esfuerzos S, podemos, como es sabido, aislar ese tramo
de los demias v considerarlo como simplemente apoyado), se calculan o se constru-
wen con los diagramas reciprocos {si la viga es simétrica bastaré una solo) los esfuerzos
Sa ¥ Ss producidos por las reaceiones de apoyo A=1, B=1 respectivamente: entonces,
sixm ¥ £'m son las distancias del nudo considerado a los apoyos A {izquierdo) v B
(derecho), se tiene, evidentemente, para la expresion del desplazamiento de aguel
nudo

en la cual la primera sumatoria es para las harras de la izquierda y la segunciy nara
las barras de la derecha del nudo considerado.

{1} Winkler, Vortrige iiber Briickenbati.



5] Anates del instituio de Ingenieros de Chile

Una barra se debe considerar 4 la derecha o a la izquierda segtin: que la carga 1,
quie imaginames aplicada al nudo en cuestion, pertenezea a la derecha o 2 la izquierda
dJde las dos partes en que queda dividida fa viga por la seccién que se ha hecho para
determinar el esfuerzo en aquella barra. Si hay una barra que sale del nudo conside-
rado, parz la cual no sea aplicable el criterio considerado, habra que avaluar separa-

S

5 .
damente ¢l términe correspondiente a aquella barra.

Dicho poligono de inflexién puede construirse tambidn como poligono funicu-
iar de fuerzas ideales lamadas pesos eldsticos, aplicadas el los nudos correspondientes
de la estructura (1). Entre un peso cual-
et m ésimo, que designaremos con wm, y los
quiera, desplazamientos gm—1, Mm, Wm+1
(fig. 10) de los nudos (m— 1) ésimo, m
ésimo v (m+1) ésimo, susbsiste la relacion

Fig 1o, w =l

e 5¢ obtiene facilmente de la consideracion del poligona, de las fuerzes v del poli-
sono funicular; o también, suponiende H=1

o e el

16 .
{16) @ -

El segunde miembro de la (16} puede expresarse facilmente en cada caso como el
trabajo virtual correspondiente a una condicién de carga hipotética v a las varia-
ciones de longitud efectivas de las barras, con lo cual el poligono funicular de los pe-
sos clasticos w ast caloulados representard el poligono de deformacién real.

14. D1acrAMA DE WiLLIOT —Antes de dejar el tema de los desplazamientos de fos
nudos de una viga enrejada producidos por las fuerzas externas aplicadas a ia es-
Lructura o por otra causa, séanos permitide describir brevemente la sencillisima cons-
truceidn puramente geométrica debida a Williot (2), aungue efla no tenga ninguna
relacion con el teorema de los trahajos virtuales.

Sea ABC (fig. !l a} un elemento triangular de la estructura, supongamos pof
urr momento gque el nudo A y la barra AB sean de posiclén invariable, y busquemocs
la nueva posicion del nudo C después que las barras s, 5, 33 han sufrido las varia-
ciones de longitud As,, A, As; respectivamente, de las cuales supondremos,
p. ¢j., postiva la primera y negativa las otras dos.

Imaginemos suprimida la unién en C de las dos barras 5., 85 ¥ apliguemos en
BB’ la variacidn de longitud A s; en el sentido AB porque & s; es positivo,; apliquemos

(1) Miller-Brestag, 1. c.
(2) Williot, Annales du Génie Civil. 1877.
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despuds en O la variacién A s en o sentido CA purigue & bz s reguiie.
BC por efecto del alargamiento A s; se traslada paralelamente o s o
apliguemos [inalmente en GGy la variacion
Asy (en el sentido C3' porgue la hemos
supuesto negativa); para cerrar nuevamente
el tridngulo tienen que rotar las barras
AC., BC; en torno de los nudos A y B,
con lo cual sus extremos C, y C; descri-
birdn dos arcos de circulo, los cuaies por
otra parte pueden reemplazarse por las tan-
gentes respectivas, a causa de la pequefiez
de las deformaciones. Por lo tanto, tra-
zando 7 1 AC, GO L BC abtenemos
cn el pateo de interseecion U7 fa noovn
posicidn dei nudo C, de manera que CC' representa en ma Vi
el desplazamiento del nudo C. Si llevamos a partir de un polo O (fig. 115), ar
bitrariamente elegido, segmentos equipolentes de las variaciones A 5;, A sz ¥ a con-
tinuacion de A s; aplicamos un segmento eguipolente de A s;, ¥ por los extremos li-
bres de A 5. y A s; trazamos normales a las direcciones de Tas barras % v 8, olite-

nemos ¢n ¢l segmento que va del pole al punto de interseccidn de esas normales ur
segmento equipolente al desplazamiento del nudo C; en la prictica es mucho mas
oportuno para conseguir mayor claridad, construir los desplazamientes de esta ma-
nera, aparte del esquema de la estructura.

Procediendo de la misma manera se puede determinar el desplazamiento de un
cuarto nudo unido mediante dos harras a dos de los nudos ya considerados, y asi en
seguida se construve el diagrama de Williot, en el cual los radios que parten del
polo O dan en magnitud y direccidn los desplazamientos de cada nudo de 1a estrue-
tura. Se entiende que para esta construccion  grafica conviene que las variaciones
de longitud A s de las barras sean ampliadas fuertemente, sin que por eso la cons-
truccidn pierda su rigor matematico; en efecto, la fig. 11 b construida con A = amplia-
dos en una razdn cualquiera n es homotética (en ia razdn n) con la gue se construiria
valiéndose de las variaciones efectivas A s de longitud de ias diversas barras, por
consiguiente CC’ representa exactamente .en posicitn el desplazamiente  del nudo,
pero ampliado en la razon n.

Byempro F—La fig. 12 a represenca el esquema de una gria enrgjada articulada con rétula en
0, y guiada en a por un collar cilindrico de generatrices verticales. Suponiendo conocidos los esfuer-
zos 5 en cada barra para una condicion de carga Jdada {en ¢l esguerna se representaron como de cos-
turnbre tnés gruesas las barras comprimidas y més delgadas las tendidas) y enleuladas las variacione:

E
de longitud correspondientes A S:?, de las barras. se ha construldo en 1w fig, 12 b el Jingra-
Ry

ma de Williot en la {orma indicada, partiendo del nude fijo O y observado que ta barra Oz es de
direccién invariable; los desplazamientos O'a’, O'b, O'¢, (¥d' se aplicaron ¢n ¢l ¢squema 2 una
escala diez veces menor, ¥ se indicd con linea de puntos el esquema de fa viga deformada. Sin embar-
go hay que observar que mientras asi se obtiene la representacion exacta en posicidn de los despla-
zamientos de' los nudos, conla amplicacion A, nose tiene la variacidnde longicud de las barras; sin
embargo el esquema de puntos asf construido sirve para dar unz idea de la deformacion de lu es-
Iructura.
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Cuando, comoe sucede
e la mayoria de los casos de la
practica, no exista una barra que
salga del nude fjo O que sea de
direccidn invariable, se comen-
zard a construir el diagrama del
mismo mode, siguiendo el méto-

o indicado, comao si una harra

que sale de O, arbitrariamente
elegida, fuese de direccion inva-
riable, v después se compondrén
los desplazamientos asi obtenidos con los que resulten de una rotacién de toda la
sstructura en torno del nude fijo, rotacidn cuya amplitud gueda determinada en
cada casc especial por las ligazenes a que estd sometida la estructura

Fyevpro 11.—La fig. 13a representa el esquema de una cercha impostada con rétula en O,
apoyada con carro de dilatacion en { contra una superficie plana inclinada cuzalquiera. Partiendo del
punte fijo O y considerando primeramente la barra | come de posicidn invariable, se constryye
{fig. 13 b} el diagrama e Williot, con lo cual se obrienen los desplazamientos auxiliares O'a’, O,
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obsérvese ahbra que el desplazamiento real del nudo f no puede tener lugar més que en la direccion
del apoyo, ¥ como el desplazamiento O'f' no tien_é esa direecion, habra ciuc hacer rotar la estructura
reformada, en torno del nudo O a fin de que el nudo f caiga en su plano de deslizamiento. A conse-
cuencia de esta rotacién todos los nudos describen areos de circulo que tienen el centro en O v que
son proporcionales a las distancias que tienen al punts O, y estos arcos pueden reemplazarse, como
de costumbre, por las respectivas tangentes. Por consiguiente, trazada por O la normal O'fo 2 la
recta Of y por [ a paralela £fo al plano de apoya, resultard en fof* ¢l desplazamiento verdadero del
rudo f, resultante del desplazamiento f50Q’ {debido a L2 roracién en torno de O) y del desplazamiento
precario Of determinado anteriormente.

Ahora, para obtener tedos los otros puntos ae, ko, co,.. . andlegos a fo ohsérvese que deben
encontrarse sobre los rayos de un haz decencro O, respectivamente normales a los radios que van
delnudo O de la estrugtura a los nudos a, b, ¢,.. . v que los segmentas Oao, O'bo, Oeo... deben estar
con las distancias correspondiente. Ja, Ob, Cc.. . en la razdn constante QO'fe: Of; resulta que uniendo
con rectas los puntos 07, ao, bo, co,.. . debe obienerse un esquema analogo al de la estructura dada,
girado de 99¢ respecto a este Gltimo, v con la razén de similicud O fo:Of Este nuevo CSqUéma resul-
ta por lo tanto completamente determinado, v se obtienen asi en aca’, bob', coc’,.. . los segmentos
equipolentos de los desplazamientos reales en la estructura,

10, 51 al construir el diagrama de Williot se parte, como se ha echo en tos ejem-
nlos precedentes, de un nudo extremo de 1o estructura, sucede a veces aue los despla-
zamientos auxiliares asumen proporciones demasiado exageradas, con perjuicio de la
comodidad y de la exactitud de {a construccion grafica Se remedia tal inconveinien-
te partiendo de un nudo intermedio, supuests fijo, v determinando después ia figura
sernejante al esquerna, que satisfaga las condiciones de apoyo. Sirva de ilustracion
el ejemplo siguiente.

EsempLo (11 {1)—Lafig. 14a representa el esquema de una viga enrejada triangulada en forma
de pez, fija en g, mavil horizontalmente con carre de dilatacién en d. Partiendo del nudo intermedio
O considerado como fijo, ¥ suponiendo invariable de posicién la barra [, construyamos el diagrama
Williot, primero para una mitad de la viga ¥ en seguida para la otra. Obtenidos asi los desplezamien-
tos auxiliares O'a’, O'd, O, O'd, Oe!, OYF°, O'g’, obsérvese: ’

1.9 Que el desplazamiento efectivo del nudo ¢ debeser nulo y por lotantoel punto g, debe coin-
cidir con g;

2.# Que el desplazamiento del nude g no puede ser mis que horizontal, v por lo tanto el punto
d” debe encontrarse sobre la herizontal trazada por o’ ;

3.2 Que g do debe resultar normal a g d.

Estas tres condiciones determinan completamente la figura semgjante ai esquema, con lo que
quedan determinados los desplazamientos efectivos para todos los nudos. B

Si proyectamos horizontalmente sobre ias verticales de los nudos, p. ¢j., del contorne syperior
de la viga, los desplazamientos sasi determinados, o sea Proyectamos go y ¢, en gy e, y ¢/, a’, b
en g:.a, y by y unimoslos puntos asi obtenidos por medio de recras, se obtiene el poligono de inflexion
de la cabeza sugérior de la viga, Este peligono tiene una impertancia especial en las aplicaciones.
Cuando sdlo se trate de construir este poligono se puede evitar, como es evidente, la construceidn
del esquema semejante al de la viga dada.

§ 3.—TrorEMAS DERIVADOS DE LA ECUACION DE LOS TRABAJOS VIRTUALES

17 TrorEMA bE CLApEYRON - Designando con (J una cualquiera de las [uerzas
externas aplicadas en los nudos de una viga cnvejada, y con § el desplazamiento de su
punto de aplicacién en la direccidn de la fuerza, debido a la deformacién elfsiics Jde

{1) Maller-Bresiaw, { c.
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la viga; con S y A s respectivamente, [os esfuerzos en las barras y las variaciones re-
lativas de longitud que producen esos esfuerzos, la ecuacién de los trabajos virtuales

toma la forma
EQs=Z5As

y por lo tanto se tiene también
1 = X .
T Qb= S 2 SAs

pero BT As representa para una barra cualquiera el trabajo de deformacién cuan-
do el esfuerzo crece con una ley cualquiera gradualmente, desde el valor O hasta el va-

lor final.

——
’

Fig. 14

El trabajo producido por las fuerzas externas para deformar la estructura es inde-
pendiente de lu ley segtin la cual crecen dichas fuerzas, v también del orden de sucesion
de su accibn, y es igual a la semisuma de los prodictos de los valores finales de las fuer-
zas por los desplazamientcs finales de sus puntos de aplicacion, aualuados en la direccion
de las fuerzas mismas.
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8. EXPRESIGN GENERAL DEL TRABAJO DE DEFORMACION.—Consideremos una es-
tructura hiperestitica solicitada en los nudos por fuerzas externas dadas, en equili-
brio, crecientes gracduaimenite desde el valor cero hasta el valor final; supongaros quic
tas reacciones de las ligazones no produzean trabajo; y para tener el caso més general
supongemos que en algunas o en todas las barras se produzcan de la misma manera
[uerzas independientes de las cargas (tensiones artificiales, esfuerzos producicos por
variacicnes de temperatura, por defectos de construccién, ete.) gue indicaremos con
St. Los esfuerzos totales S, resultarn iguales a la suma de los S producidos por las
fuerzas externas y de los St; se tendra entonces

5i=5 4 5
y el trabajo total de deformacién para toda la estructura serd:

Li=328:a5=7Sr

i
7
o sea

L= ;—2‘452 r+2S5S8r4 ;E Setr

pero en virtud del teorema de los trabajos virtuales, ¥ S S¢ r=0, porque siendo nulas
las fuerzas externas {c1ando se consideran los esfuerzos independientes de [as cargas),
y las reacciones de las ligazones, por hipétesis, no producen trabajo; se ticne

O=%Stas
pOr consiguiente

(17) L=t ESrp1nSer

19. TeEORFMA pEL TRABAJO MiNIMO—E] trabajo 2257 es una cantidad cons-
tante para un sistema dado de fuerzas externas; los términos Se son en vez variables
independientes de las cargas, pero come todes los términes de la segunda sumatoria
de la (17) son esencialmente positives, en la hip6tesis hecha es valido ¢l teorema:

EI trabajo de deformacion de una estructura enrejada solicitada en los nudos por
fuerzas externas en equilibrio toma ef valor minime

=158

cuando las barras de la estructura ne esidn sujelas a esfuerzos independicntes de las
cargas. :

Las ecuaciones que determinan las fuerzas hiperestiticas X, cuando las reaccio-
nes de apoyo no producen trabajo, se convierten como se ha visto en el N.2 4 en las
(9), las cuales st se prescinde de los esfuerzos que pueden producirse en las barras por
causas independientes de las cargas {variaciones de temperatura, defectos de construc-
cién, etc.) coinciden con las

ai. gL
2l —0, QL
ax ax*
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de donde resulta otras mancra de determinar las X (en las condiciones arriba indica-
das) en armonia con el teorema demostrado ahora:

Se expresa el trabojo de deformacién L de la estructura en funcién de las fuerzas
externas v de las X v se igualan a cero las derivadas parciales primeras rezpecto o las X,

[i] teorema del trabajo minimo fué enunciado por primera vez por €l general
Menabrea, que o llamé también principio de elosticidad y lo expresé en los términos
signientes:

Cuardo un sistema cldstico extd en equilibrio bajo lo aecidn de Juerzas externos, of
trabajo desarrollado por efecto de las lensiones o compresiones de los miembros que unen
los diversos punios del sisiema es un minime.

" Castigliano, CiUE con su hien conocida obra «THéoric de lequilibre des svstemes
elastiques et ses applications» (Turin 1879) contribuyt eficazmente de un modo es-
pecial por las interesantes aplicaciones tratadas, a la difusién de los métodos moder-
nos de caleulo de los sistemas eldsticos, enuncié el mismo teorema en la forma
siguiente, que dié ocasidn a diversas disputas: Las tensiones que se desarrollan después
de ocurrida la deformacién tienen los valores gue hacecr minino el trabajo de deforma-
cién (1).

20. TEOREMA DFE LAS DERIVADAS DEL TRABAJG.—L.a ecuacitn de los trabajos vir-
tuales para una viga enrejada, para la cual las reacciones de las ligazones no produ-
cer: trabajo y las barras no soportan esluerzos independientes de las cargas, pueden
escribirse en la forma siguiente:

(]8) P:5:+p=3:+ ..... +Pm5n] ..... +Pn 511 =
TSP 4 SPat .+ SmPm... + S Py + T XE S X ) A

Supongarmos ahora nulas todas las X y todas las cargas P a excepeién de P
Jue la haremos igual a 1; se cbtiene entonces:

(19 Sm 2 SmAs

O también, si ohservamos que la (18) es véalida para valores cualesquiera de Py

de X, si tomamos la derivada del segundo miembro respecto a P, podemos conside-
, 88 8%

rar como constantes todas las otras Py todas las X, y escribir — 7 = —>— = 5p
aPm 9Pm

v entonces la (19) puede escribirse también

m

(1) Et principiv de ta clasticidad fué enunciado por Menabrea a la Academia de Turin en 1857,
siguid en seguida la Nota del mismo autor @ la Avademia de Francia en 1858, y finalmente o Memoria
a la Academia de Turin en 1871 «Princpe d elasticité ou principe de moindre travail>. Este principio
fué empleado en algunas cuestivnes por Vene, Pagani, Massotti. Ya en 1857 (Academia de Turin)
Dorna aplicd el miéodo de los momentos virtuales a lu solucién de los problemas de la estdtica de las cons-
frucciones.

Sobre la priorided del teorema del trabajo minime véase <Auii delle R, Academia dei Li ncei» (18750,
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Por lo demds se llega al mismo resultado extendiendo la derivada a las X consi-
deradas, como lo son, come funcioncs de las P; en efecto, poniendo:

Xe=a P+ d.P4 ...+ a'm P+ ...
K g P a2 @ m Pm L
se tendra
a5 AT

Py 0Pm

- 5 ﬁ’m 45" 0" m+ .

v entonces

as
B = As4amZSAs e m IS As+. ..
APm
pera en la hipdtesis e=0 v =0 se ticne:
T8 As =0 258A5=0

por lo tanto, etc.
Reemplazando A s por su expresion obtenemos:

s s 45 S &EEF
M= i Pm EFC ap.
O sea
aL
20 o
(20) Sm pre

Luego, en la hipdtesis hecha vale el teorema:

El despluzamiente by, del punto de aplicacidn m de una carga Py en la direccion
de Py s fgual a lo derivada parcial del tratajo 1. de deformacion de la viga respecto
a P

Al aplicar este teorema recuérdase gue pudiéndose siempre consicderar los esfuer-
zos en las barras superabundantes, como también las reacciones superabundantes,
como fuerzas externas independientes aplicadas a la estructura principal, su puede
limitar la expresion de L. sdlo a la estructura principal estaticamente determinada.

De anloga manera se demuestra el teorema reciproco, o sea: La derivada par-
cial del trobajo de deformacién L, respecto a 8m, es igual ala carge Pm.

Estos teoremas se deben a Castigliano.

21. TeoreEma DE BETTI.—Supongamos que en los nudos de un sistema enrejado,
en las condiciones indicadas en los dos nlimeros precedentes, se¢ aplique primero up
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sistema de fuerzas P, e indiquemos con Sa v A s respectivamente, los esfucrzos pro-
ducidos en las barras y las correspondientes variaciones de longitud de las mismas.
Suprimamos las fuerzas Py v apliquemos en seguida al mismo sistema otras fuerzas
Pp, e indicuemos con Sp, A sp las cantidades correspondientes, anélogas a [as pre-
cedentes. Sean 8y los desplazamientos de los puntes de aplicacion de las Py anclua-
dos en las dirscciones Py producidos por las fuerzas Pp, v demos un significade ané-
logo a 6g.

Aplicando el teorema de los trabajos virtuales, primero al sistema de fuerzas de
indice a y a los desplazamientos de indice b, y después al sistema de fuerzas de indice
& y a los desplazamientos de indice e, tendremos ‘

Epaéb :ESaASb EESaSb!
ZPpéa =Z5pA5a =ZSpSar

de las cuales se deduce:
21) EPasdp =ZPy 8,

o sea: En un sistema enrejado cargado en log nudos, en el cual las reacciones de las liga-
zones no producen trabajo v las barras no soportar: esfuerrzé.s independientes de las car-
gas, la suma de los productos de un sistema de fuerzas por los desplazamientos {avalua-
dos en direccion de esias fuerzas) producidos por otro sistema de fuerzas, es igual a la
suma de [os productdé de las fuerzas del segundo sistema por los desplazamientos (ava-
luados en direccién de estas segundas fuerzas) producides por el primero. Este teorema
lleva también el nombre de Teorema de reciprocidad.

22. TEOREMA DE MAXWELL —Supongamos gue en el teorema del nimero pre-
cedente los dos sistemas de {uerzas se reduzcan cada uno a una scla fuerza unitaria
aplicadas, la primera en un nudo in en una direccién mu, la segunda en un nudo n en
una direccidn nv; sea dmp ¢l desplazamiento del nudo m, avaluado en la direccitn
mu, producido por la segunda fuerza, y 8nm el desplazamiento andlogo del nudo n
producido por la primera; la (21) se convertira en:

(22) an = 6nm

que expresa el feorema de Maxwell (1) demostrado antes que el de Betti, o sea:

F1 desplazamiento de un nudo m en la direccién mu producido por una fuersa
aplicada a un nudo n en la direccidn nv es igual ol desplazamicnto del nudo n en la di-
reccién nv producido por la misma fuerza | aplicada al nudo m en la direccién mu.

23. APLICACION.—Una cimbra enrejada criangular (fig. 15), estrictamente indeformable por si
mismz, tiene ademas sus extremoes A y B unidos per un tirante con el objeto de eliminar el empuje
que preduciria sobre los pies derechos si estuviese impostada con rétulas en ellos. El apoyo A es
fijo y el B es movil sin rozamiento,-por consiguiente, las reacciones de apoyo no producen trabajo,

(1} Maxwell J. C., On the Calcufation of the equilibrium and stiffness of frames {Philesophical
Magazine, vol, 27, 1864}
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¥ una variacién uniforme de temperatura tiene por efecto s6lo el de transformar la estructura dada

_en otra semejante, sin producir ningan esfuerzo en las barras. Por lo tanto son aplicables los teore-

mas del trabajo minimo y de las derivadas del trabajo.
Queremos demostrar con este ejemplo ¢dmo
¢l teorema de los trabajos virtgales v los otros
teoremas mencionados proporcionan el mismo
valor para la tensién X ¢n la cadena.
Con EL TEOREMA DE LOS TRABAJOS VIR- é{
ruaLEs. Ediminada la cadena se determinan los

esfuerzos S en las barras de la cimbra (estruc- £

tura principal); suprimidas en seguida todas las Fig. 15

cargas v lacadena., se aplican en A y en B dos

{uerzas uitarias iguales v opuestas. dirigidas hacia afuera (X =--1) y se determinan los esfuerzos

S eorrespondientes; se tieng cntonces
8§ = S -~ §'X

v para determinar X swve la ecuacidn de los trabajos virtuales corressondiente a la solicitacion
hipiténct X =—1 vy a los desplazamientos efectivos, o sca

1Al =25 As=285r=2585r— X257,

X
pero B = EE si ¢ es el area de 1a seccidn transversal de la cedena: luego:
<

55y

[
E*F*c* +Z 8"

CoON EL TEOREMA DEL TRABAJO MINIMO.—Awvaluando el trabajo de deformacién de la cadena
seperadamente el de la citnbra se tiene

X
- = Er, + 4 E5r
y por lo tanto
al o X! g a5
axX ~9 = ER, YIS GXT

de la cual se obtiene la misma expresion para X.

CON EL TEODREMA DE LAS DERIVADAS DEJL TRABAJO.—EIL desplazamiento del punto B en la direc-
cifn BA debe ser iguafa la derivada del trabajo qde deformacion de la cimbra propiamente tal, res-
pecto & ia tensién X de la cadena, pero ese desplazamiento es negativo y queda medido por el alar-

X!
gamiente de la cadena, o sea por_ - “luego
EF.

Xi  aLsS as
i

"EF. 3X

que nos da la misrna expresion para X,



24. La investigacion de los desplazamientos de los nudos de una estructura en-
rejada no solo tiene importancia para las operaciones de prueba, sino que puede ser
Gtil también para la determinacion de las incdgnitas X en [as estructuras hiperestdti-
cas. Esto resulta, en primer lugar, de fa interpretacion siguiente de las sumatorias
que entran en las ecuaciones que determinan las X, encontradas enel § 1, p. gj. en
tas (15). Aplicando el teorema de los trabajos virtuales a la estructura principal,
combinando los esfuerzos So con los desplazamientos producidos por la solicitacién
X =-—1 (designaremos con & los desplazamientos de los nudos avaluados en direc-
cién de las cargas) vy suponiende los apoyos rigidos se obtiene

P8 =25 5'r

Significado anflogo tiene la sumatoria T3¢ 8”"r
Para la solicitacion X’ =—1 y para los desplazamientcs producidos por la soli-
citacion X' =—1, indicando con & el desplazamiento del punto de aplicacién de

la fuerza X'=—1 (avaluadoen direccién de la fuerza misma} producido por la fuerza
X'"=—1, el teorema de los trabajos virtuales nos da

32=28"S'r
que resulta igual a {teorema de Maxwell)
by =Z5"S'r

Con interpretacidon anéloga se obtiene

6[1 = 2 SJz r

$2=Z5"r
y finalmente, combinando la soliciracién X’ =—1 conlos desplazamientos térmicos se
tendra, indicando con &, el desplazamiento térmico del puntc de aplicacién de la
fuerza X' =—1 avaluade en direccion de 1a fuerza misma, '

8 =55 ats

v analogamente
by =Z S ats
de manera que las (15) pueden escribirse también

(23) ar =EP6’_X,§1[—X”512+&(
62 =2 P 5” - X’ 512"" X” 512 “l‘ 6:{

25. Se llega al mismo resultado aplicando el teorema de reciprocidad de Max-
well. Asi, p. ¢j., la reaccién X del apovo intermedio C de una viga enrejada continua



Cdiculo de sistemas hiperestdticos 17

de 3 apoyos, producida por una cierta condicién de carga real dada (fig. 16) puede
determinarse de la manera siguiente:

Suprimido el apoyo C se determina e 7o
el descenso 8, del nudo C de la viga en-
rejada AB simplemente apoyada ensus 4 Z?E’/\/ \/ \/vj\
extremos; luego, supuestas nulas todas ! L

las cargas se determina el descenso §; del : 7
mismo nudo, producido por una carga ‘\I\J—‘L/
unitaria aplicada en C (X =--1). Se ten-

dré entonces, evidentemente, si los apo- Fig. 16
yos son rigidos

de donde
(24) X =1 _g‘l

¥ si el apoyo C sufre un descenso A ¢ respecto a la recta AB, se deberia poner

de donde

Analogamente, indicando con 8, el desplazamiento vertical del nudo C (positivo
hacia abajo) producido por una variacién de temperatura en las barras (si la caheza
ABC es rectilinea y la variacién de temperatura es uniforme para todas las barras
o =0), se tendrd

Imaginemos ahora que se ha construido el poligono de inflexién de la cabeza in-
ferior (aquella en que estin aplicadas las cargas) de la viga AB sin el apoyo C, produ-
cido por una carga unitaria aplicada en C, y entonces si la carga | en C hace bajar
otro nudo D en la cantidad &, la misma carga [ colocada en D hard bajar C en la
misma cantidad &', en virtud del teorema de Maxwell. Este polizono de inflexién
es por lo tanto, también la linea de influencia del descenso del nudo C de la viga
AB, sin el apoyo C. 0 sea una linea tal que su ordenada a plomo de la vertical de
una carga unitaria que se mueve sobre la viga AB da el descenso del punto C. Resulta
que si la viga AB esta cargada efectivamente por un conjunte de cartgas P, el des-
censo del punto C esta doda por la sumatoria 2P §’; se tiene entonces

fo=2P¥
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v por lo tanto, la (24) se convierte en

=P¢
(25) X = 5

26. Andlogamente, el ejemplo del arco impostado con rétulas tratado en el N.o §,
puede desarrollarse de esta otra manera. Convertido el arco en estiticamente deter-
minado en la forma ya vista, se construye el diagrama Williot para la solicitacién
hipotética | sec e correspondiente a X=-——1. Sea §, el desplazamiento horizontal
correspondiente de la rétula B, v 8 el desplazamiento de un nudo en el que hay
aplicada una fuerza P (avaluade en direceién de la fuerza); entonces, por el tecrema
de Maxwell, si la fuerza 1 aplicada horizontalmente en B desplaza de 8’ el punto de
aplicacién de PP, la misma fuerza unitaria colocada en el lugar de P desplazarg a B
horizontalmente, hacia afuera, de la misma cantidad &', y entonces el conjunto de las
fuerzas P dard el desplazamiento 2P ¢’ del punto B. La reaccién X desplazarg en
vez el punto B hacia el interior de la cantidad —X3, ; se tendra entonces

Al=2P§ - X&;
de donde
ZPy —Ald

- 3

51 hay variacién de temperatura se calculan las variaciones térmicas de longitud
Ast=ats para cada barra, se dibuja un nuevo diagrama Williot con el objeto de ob-
tener el desplazamiento horizontal correspondiente 8y del punto B se tendré entonces

Xt
O = 5( — T&;
de donde
&
(27) Xe=1. a—t

5i la variaclén de temperatura es uniforme para todas las barras se tiene, evi-
dentemente

& =atl
¥ entonces

at!
&

HKp=1-

(Continuard).





