
EXÁl\·lEN SINTÉTICO-ANALÍTICO 

Exámen sintétino-analítico fleta disposioion mas económica 
PARA CONSTRUCCIONES SIMPLES DE FIERRO 

La primera condlcion a que debe satisfacer toda construccion' 
técnica i la mas indispensable de todas, es sin duda la soh'dez 

1 

que implica que cada una de sus piezas componentes )enga e·n 
jeneral las dimenciones necesarias i particularmente una sec~ 
cion trasver3al suficiente para poder resisti r al esfuerzo máxi~ 

mo, ya sea compresion o traccion, que en el caso más desfavo­
rable le pueda afectar. 

En annaduras es táticamente determinadas es siempre posi­
ble calcular o construir g ráficamente los esfuerzos a que están 
sometidas sus diferentes piezas por las fuerzas este riores que 
las solicitan, pudiendo deducir de aquí las dimensiones necesa­
rias i suficientes de sus secciones trasversales por medio del coe­
ficiente de resistencia que corresponda al material respectivo. 
De este modo, en esta clase de armaduras (en jeneral ~istemas 
triangulares) será fácil llenar una segunda condicion que llamá­
remos la condz'cz'on econ6mz'ca, no ménos importante en la prác­
tica que la primera, aunque no tan indispensable. 

L a fórmula mas corta i comprensiva para enunciar esta con­
dicion económica en su sentido mas lato, es la siguiente: 

CONSEGUIR UN FIN TJ1CNICO DADO, CONSUMIENDO UNA CANTIDAD 

MÍNIMA DE MATERIAL. 

Pa ra acercarse en lo posible r.t este ideal económico no basta, 
corno jeneralmente se cree, que ninguna de las piezas compo ­
nentes (barras de fierro) de la obra tenga · una seccion trasver­
sal exajerada i en desproporcion con el esfuerzo máximo a que 
tiene que resisti r, sino que es necesario ademas: 
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«Eiaminar la z'njltte?tcia ·que sobre la cantidad est1~ictamente 
necesarz'a de material que debe entrar en una consl~ttcúon ( puen­
te, tijeral etc.) p1tedan ejercer variaúoJZes en la disposz'do1l. de 
sus piezas comj;oltentes, dentro de un tipo detenm'nado.» 

Para aclarar mas esta idea fundamental consideramos un 
ejemplo concreto, el tipo de tijeral sistema Polonceau, repre­
sentado en la figura r, con un punto de apoyo fijo en A i el otro 
B movible a lo largo de un plano horizontal. Para elejir un 
ejemplo numérico supondremos que sobre cada uno de los cua­
tro campos iguales A D, D e, e E i E B pese una carga con­
tinua i uniforme= TO toneladas; entónces, repartiendo estas car­
gas sobre los nudos D, C i E tenemos en cada uno de éstos 
una fuerza vertical= ro toneladas i estas tres fuerzas, conjun­
tamente con las resistencias de apoyo A= B = 20 toneladas, 
representarán el sistema de fuerzas esteriores. 

Los esfuerzos interiores, desarrollados en las · barras compo­
nentes de nuestro tijeral, se pueden construir gráficamente 
(segun el método tan sencillo como elegante inventado por el 
matemático italiano Cremona) ele la manera siguiente: 

Para tener una escala de fu erzas se elije una distancia cual­
quiera en que se represente p. c. ro ton. se traza (fig. 2) una dis­
tancia vertical ab = 2m= 20 ton.la que representa por consiguien­
te la resistencia de apoyo en A, dirij ida de abajo hácia arriba. 
Por los puntos a i b se trazan respectivamente paralelas a las 
barras r i 2, obteniendo así e1 triángulo de fuerzas a b e, en el 
cual los lados a e i e b, representaban respectiva m en te (en la 
escala m= ro ton.) las intensidades de los esfuerzos producidos 
en las barras 1 i 2. El sen ti do de rotacion de las flechas 
en este triángulo de fu erzas es el indicado en la figura 2, i tras·­
ladándolas a la figura 1, se · llega a saber que la barra r sufre 

compresion i la barra '2 traccion. Pasando del nudo A a D tene­
mos en este punto dos fuerzas conocidas, la compresion desa­
rrollada en la barra 1 la cual acabamos de determinar, i ]a fuer-
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za esteri?r = ro ton. = m, idos incógnitas que son los esfuerzos 
producidos en las piezas 3 i 4· Para construir éstos hacemos a d 
= ~ a b =m= 1 o ton. i trazamos por d una paralela a A C i por 
e una paralela a D F, obteniendo asl el pollgono de fuerzas cadee, 
en el cual el lado e a representa el esfuerzo I correspondiente a la 
barra ·T, a d la fuerza esterior ~n D =m= ro ton. i los lados de i 
e e respectivamente, los esfuerzos correspondientes a las barras 3 i 
4; como lo indican las flecbas, ambos esfuerzos son compresio-· 
nes. Pa'lando finalmente al nudo F, se trata de construir los 

esfuerzos correspondientes a las barras 5 i 6. Para este fin par­
timos del p•Jnto b, recorremos b e= esfuerzo 2 , en seguida e e· 
=esfuerzo 4, por e i el punto ele partida b trazamos respecti-
vamente paralelas a las barras 5 i 6 (la última t.s horizontal) 

entónces en el polígono de fuerzas b· e e f b, los lados e j i f b 
con las flechas marcadas, representarán los esfuerzos correspon­
dientes a las barras 5 i 6, ámbas son tracciones. Como tanto la 

carga cuanto la com;truccion misma son simétricas con respec­

to a la vertical que pasa por la cúspide e, quedan determina­

dos los esfuerzos desarrollados e~ las demas piezas del sistema 
triangular . 

. El diagrama de Cremona, trazado en la figura 2, dá eviden­
temente todos los elementos necesarios para fijar el mínimum 

de seccion trasver!:>al que cOt··responde a cada pieza de nuestro 

tijeral, segun las prescripciones de la «Resistencia ele mate­
riales)), i como b figura r indica sus dimensiones lonjitudinales, 

resulta que por simples operaciones arítmétícrt i en cónformidad 
con las escalas de lonjitucl i de fuerzas adoptadas desde el prin­

cipio, se puede calcular el volúmen ele material necesario i su­

ficiente que deberá entrar en la construccion. 
Supongamos ahora que en el tipo representado e n la figura 

I se introduzca una variacion A D e F' G' B E en la disposicion 

de algunas piezas componentes, i que se construya un nuevo 
diagrama ele Cremona. correspondiente al tipo variado, i se verá 
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que resultarán es~uerzos diferente~ para las piezas componen- · 
tes de la variacion, i en resultado final, la cantidad de material. 
necesario i suficiente para la nueva construccion será diferente 
(mayor o menor) de la cantidad que correspondia al tipo pri­
mitivo, es decir, habrá una difenucia económica entre las dos 
formas pertenecientes a l mismo tipo. 

Téort'came1zte el m1mero de variaciones posibles dentro del 
mismo tipo es ··injirúéo, i aunque no todas serán p ráct-icamente 

admúzoles, sÚJmjre exi'stz'rán cz'e7-tos !tmz'tes de van'acz'01t, duttro 

de los cuales el cotzstntdol' tendní libertad completa, fat"a elejir 

aquella variacion, que sea /J1'efen'ble bajo el fmtto de ZJÚta eco?tó­

mico, es decir, aq1tella q1te demaude mt!tws mc:terz"al bajo las mz's­

mas condict"o11es de solidez. 
Pero, si e l constructor tiene esta libertad, es lój ico i ·aun se· 

pued·e considerar como un deber tJro(esional de él que haga uso. 
de ella, para acercarse en lo posible al ideal de la condicion eco­
nómica racional. 

E l· procedim iento indicado para llegar a este fin ·seria el de 
un la1lteo jeométrz"co, que es cómodo i habla directamente al 
sentido de la vista; despues de alguna práctica, el tiempo exiji­
do por semejantes operaciones gráficas se reduciria a su míni­
mum, i e 11 todo caso, principalmente en construcciones es tensas 

de fierro, quedará árnplia:nente compensado por el ahorro con­
siguiente de material, que puede llegar a ser mui · considerable. 

· Como las cantidades j eométricas se pueden espresar por nú­
meros, se comprende a priori que, en vez de un tanteo jeomé~ 
trico, se podrá en todo caso aplicar el cálculo para llegar a re­
sultados rigur'osamente exactos. Con todo, el autor es de opi ni on 
que el com;tructor práctico preferirá el procedimiento gráfico, 
cómodo i espedi to, pues en tip')s mas complicados el cálculo re­
que riría med ios analí ticos mui estensos i circunstanciados que 
no son del rtgrado ni a l alcance de todos i aclemas demasiado 
susceptibles de errores mas o ménos gruesos, que en las opera--
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ciones jeométricas se revelan a un ojo perspicaz casi en el mo­
mentü de nacer. 
· En seguida trataremos algunos ejemplos mui simples, en los 

cuales el cálculo se puede emplear con ventaja, conduciendo a 
resultados materialmente exactos. 

Para ello necesitamos establecer préviamente un principio 
. . 

nuevo: 
· La Jonjitud de una barra prismática sea 1 i la superficie de su 

seccion trasversal= v, luego su volúmen = l v. Supongamos que 
esta barra tenga que resistir a un esfuerzo S; la superficie v se 
elije siempre proporcional a S, luego el producto l S será pro­
porcional al vohlmen de la barra o sea a su costo. Este produc­
to 1 S lo ll;rmaremos el coeficiente económico E de la pieza de cons­
truccion. Cuando una construccion se compone de varias barras 
sujetas todas a compresion o todas a traccion, su disposicion 
mas económica será aquella en que la suma de todos los pro­
ductos l S sea un mínimum. 

Establecido este principio del coeficiente económico pasamos 
a aplicarlo a Jos siguientes ejemplos: 
· Ejemplo jJt"t'nzero ( fig. 3 ). 
· Sea P un peso cualquiera atado ·en una cuerda; fuera de esta 

i en el mismo plano con ella existan dos puntos fijos A i B, que 
suponemos capaces de servir de apoyo a palancas sólidas; en­
tónces será posible suspender el peso P por medio de dos pun­

t-ales de fierro Az i B1. i nos preguntamos: ¿Cuál será la dispo­

sicion mas eco1tómica de estos pu7ttales? o sea ¿dónde debe estar 
situado el punto de amarra z sobre la cuerda, para que la can­
tidad de material que necesaria i suficientemente debe entrar en 
los dos puntales sea un mínimum? 

Sabemos que en este caso la suma de los dos coeficientes eco­
nómicos debe ser un mínimum, pues se comprende a priori que 
rtmbos puntales sufrirán compresion en el caso de la figura 3, es 
decir, cuando el punto de amarra está situado arriba de la 11nea 
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A B, i ambos estarán sujetos a fracción cuando z está debajo 
de A B. 

La Jínea A B, que une los dos puntos de apoyo la podt=1mo~ 
considerar como una barra imajinaria, para tener así u-n ' tr.iári~ 
·gula A B z compuesto de barras de fierro. 

Por medio de un diagrama de Cremona es sumamente seneil 
llo construir los esfuerzos producidos por el peso P en los tres 
lados del triángulo A B z. 

En efecto, para este fin trazamos (.fig. 4) una distancia verti­
cal a ~b = P (escala arbitraria), por a i b paralelas a Az i Bz, 
obteniendo así el triángulo de fuerzas abe, en que ios ·lados e a_ 
i b e representan respectiva mente las intensidades S i S' de las: 
compresiones producidas en los puntales Az i Bz cuyas lonj i ~ 
tudes sean l i l'. El coeficiente económico del sistema de <;ons· 
truccion formado por los dos puntales será: 

E= !S+ l'S'. Si por e trazamos e d paralelo a AB, la distan­
cia e d representará el esfuerzo (traccion) desarrollado en la barra 
imajinaria AB (en realidad son dos fuerzas opuestas e' iguales 
que tienden a separar los apoyos A i B); las distancias da· i b d 
marcan respectivamente ]as resistencias · de ap:)yo en A i B, 

las que designaremos con las mismas l ~~ras. . 
Segun la leí de las palancas tenemos inmediatament~ : 

llande L es la lonjitud de AB. 
Designamos por m i n los dos siguientes Ac i Be en que la 

cuerJa divide la línea AB i por x la dis tancia vertical cz del 
punto de amarra a la misma línea. 

Es fácil ver que los triángulos Acz i e da, asimismo Bcz i e d b 

son semejantes, por _ir sus lados respectivamente paralelos. De 
aquí se deducen las siguientes proporciones; 
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1 : S=x:A 

1' : S'= X : B 
de donde 

luego 

l~s·_Bl'2- P 1'2 ----m 
x Lx 

por consiguiente: 

(I) E=lS+l'S'= Lp (nl2+nil'2). 
X 

. Designando el ángulo agudo z e B por PI resulta: 

)2 = m2 +x:¿ + 2mx cos p 

]' :.a= n 2 + x 2 - 2nx cos p 

luego 

nl 2 = m2n + nx 2 + 2mnxcos p 

ml'~ = mn2 + mx 2 - 2mnx cos p 

i sumando 

nl 2 + ml' 2 = m~(m + n) +(m+ n)x 2 =~mn + x 2 )L. 

Sustituyendo esta espresion en la ecuacion ( I) resulta: 

i como P es un fact0r independiente ele x, se trata de determi­

nar el valor de x que_ produzca un valor mbn'mo de _la fun cion: 

11111+ y=- X 
X 
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Para que te-nga lugar un máximum o un míni~mum :es necesa-
rio que la primera derivada y' sea =O. . 

· Resulta asf: 

o sea 

, rnn 
1 Y=--.+ =0, 

X~ 

Como se vé x aparece en una forma en que puede ser ~fect(;!. .. 
tada del signo mas o del signo ménos. . 

_. Si en el caso de la fig. 3, donde los pun~ales sufren. compre­

sion, consideramos x como positivo, tendremos q\le con~iclerar­
)o como negativo cuando el punto de amarra esté situado de­

bajo de AB, en cuyo caso los punt;1les sufrirían traccion, 

Examinemos con respecto al primer caso, si x = + ,.jffiñ pro­
duce un vé!lor máximo·6 mínimo de nuestra funcion y. J?ara 
este fin necesitamos la segunda derivada: 

, _ ( C))m1~ _ + 2mn y-- -~· -- ~-
' x3 x:i 

Como en este caso x es postttvo, res·u]ta que la segunda d e­

rivada es posz'tz'va, lo ·que indica un mínz'?mmz de la funcion y, 
que es lo que quedamos. ' · 

En el segundo caso (x negativo), l~s dos esfuerzos S i S' re­

sultan negativos, lo que debia suceder, porque si las compresio-

1!-~ se ·consideran como ~sfuerzos po~itivos, l~s t~ac_ci~::>nes ~~n­

Q._rán que considerarse como esfL1erzos f).egativ~s. , S_.iendo _x -~~-· 
. l . d ·.J • d " . 2mn l . . 

gatlVO¡ a ·segun a Ltertva a y = + ·--
3

- · resu ta negattva tam.::. 
X . 

bien, lo que nos indica u~; v~lor máxi'mo atjebrdi;o 'del ~oefic!en-' 
te económico. Pero· hai:que tener presente · que, tratándose de 

cantt:dades variables negatz"vas (S j S') este máximum a(jebnf.~:cr. 
. . . ' · 

es en realidad un mím.mzútt abso/.11-to o .atiitmético. ·... . 
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' 
En ·resúmen i para ámbos casos llegamos al siguiente resul-

tado: -
o 

«EN EL EJEMPLO PROPUESTO, LA DlSPOSICTON MAS ECONÓMICA 

DE LOS PUNTALES -ES AQUELLI\ EN QUE LA DISTANCIA VERTICAL 

DEL PUNTO DE AMARRA A LA RECTA Q UE UNE LOS PUNTOS DE 

APOYO, ES MEDIA PROPORCIONAL JEOMÉTRICA ENTRE LOS SEGMEN­

TOS F.:N QUE ESTI\ RECTA QUEDA DIVIDIDA POR LA CUERDA. 

Segundo ejemplo : mm (figura 5) s~a una muralla inclinada; 
fuera de ella exista un punto fijo A que sirva de apoyo a una pa­
lanca sólida A B, la que consideramos inmovible i sin peso, Su 
estremo B esté solicitado por una fuerza cualquiera P = BC. El 
punto B se podrá sostener por medio de un puntal Bx que por 
su parte vendría a apoyarse en la pared obHcua. Se impone la 
pregunta: ¿C-uál se-rá la d·újosz'do1t mas económz.'ca del puntal 
Bx? 

Es evidente que en el caso indicado e·n la fig. 5 el puntal Bx 
sufrirá una compresion, cuya intensidad es de mui fácil cons­
truccion. En efecto, trazando CD paralelo a AB, tenemos el 
triángulo de fuerzas BCD, en el cual CD representa la com­
presion producida en la palanca AB (la que no nos importa en 
el presente exámen) i DB =S la compresion que afecta al pun­
tal Bx, cuya lonjitucl la design<tmos por t. 

1 

El coeficiente económico de nuestro puntal es: 

E= lS=.Bx x DB 

D~signando por g el ángulo agudo que la prolongacion de 
la palanca AB forma con la pared mm i por x el ángulo va­
riable que la prolongacion del puntal xB forma con AB, tene­
mos en el triángulo xBE la proporcion: 

Bx:BE = senBEx:senBxE 

o sea: 
l : a= sen q : sen (x + q.), 
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1 =a sen q 
sen (x+q) 

189 

Si por B bajamos B F perpendicular a C D, es fácil conven­
cerse que B F == h es independiente del ángulo variable x . 

Del triángulo rectángulo B F D se deduce inmediatamente: 

BF --=sen x, 
· BD 

luego: 

(2) 

h 
O seaS== S~n X, 

h 
S=-sen x 

Multiplicando las ecuaciones (1) i (2) resulta: 

E = lS = ah sen q 
sen x sen (x+q) 

Se trata de determinar el valor del ángulo x que produzca un 
valor minimum de E. 

El coeficiente económico E nos aparece esta vez en forma de 
una fraccion, cuyo numerador lo componen los tres factores 
a= BE, h = BF i q = <BEx, todos independientes del ángu­
lo variable x, por consiguiente el valor mbzim.um de E se produ­
cirá cuando el denominador 

y=sen x sen (x+q) 

llegué a su valor má1;r'mum. 

Derivando resulta: 

y'=sen x cos (x+q)+cos x sen (x+q)=O, 
o sea 

y' .= sen (2x+g)=O 

Esta ecuacion admite dos soluciones esencialmente diferentes: 

(a) 2x+q=O 

( b) 2 X + q = I 8'oO 
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Dejando a un lado por ahora Ja solucion (a) que daría u~ 

ángulo X negativo: X 1 = - _9_, es fácil convencerse que el án.¡, 
: 2 . 

gulo x que dá la solucion (b)' produce un valor máximum de y. 
En efecto, sacando ia segund~ derivada tenemos: · 

y'' = 2 cos ( 2x + q) = ~ cos r8o0 = - 2, 

es deci r la segunda deriva'da resulta negativa. 
L a solucion (b) 2x+q.= r8o0 , sin. necesidad .de .despejar a x, 

admite una interpre tacion jeométrica inmediata. En efecto, ellá 
queda satisfecha ~ i <ExB= <EBx=x, es decir cuando . el 
triángulo BxE es isóceles (Ex= EB) s iendo su base el pun~ 
tal Bx. 

L a prime ra solucion (a) 2x + q =O corresponde al puntal 
Bx' (suj eto a traccion) siendo Ex= EB, -púes es fácil ver que 
en es ta situacion del puntal se tiene: 

x = - ..5 osea 2x + q <= O 
2 

En resúmen tenemos: 
LA DISPOSICIOÑ MAS ECONÓMICA DEL ' PUNTAL. ES AQUELLA .EN· 

QUE' FORMA LA BASE DE UN TRIÁNGULO ISÓCELES, F 9RMADO ADE...: 

MAS POR LA PARED I LA PROLONGACION DE LA PALANCA FIJA. 

Como se vé, en los ·dos ejemplqs tratados el cálculo ha con­

ducido a resultados matemáticamente exactos. . ' . 
El autor se reserva estender el m'étodo sintético-amtlítico in-· . . . 

dicado a otros tipos de co~struccion méno~· séncillos, e invita a 

otros mas ,com'petentes a que diri)an sus esfuerzos~ este mismo 
problema todavía poco esplorado i que puede dar resul~~do~ . . ~ 

provechosos en la práctica . 
.. . . . 

JULIO PFLÜGEit ' . 

~ . ·. . 
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